LES CARRES MAGIQUES GIGOGNES

 Par Michel COUTURIER

1) Définition

Ce sont des carrés magiques de type impair ou pair qui ont comme particularité   de contenir un ou plusieurs  autres carrés magiques eux aussi. Certains auteurs les appellent aussi carrés magiques à enceintes ou multimagiques. Pour imager cette définition, on pourrait dire qu’ils s’emboîtent comme des poupées russes.

2) Carrés magiques gigognes de type IMPAIR

Ils sont élaborés ici avec comme point de départ un carré simplement magique.

Le plus petit carré  magique gigogne de ce type est d’ordre 5.


Méthode de résolution (parmi d’autres)

Pour une série de nombres commençant par 1 en suite naturelle , le carré central d’ordre 3  inclus dans un carré d’ordre 5 aura une somme S = 13 x 3 = 39 , ( le nombre mis dans la case centrale du carré d’ordre 5 étant NC = 13 ) . Le carré d’ordre 5 ayant une somme magique S = 65 la différence des sommes du carré d’ordre 5 au carré d’ordre 3 est  alors 65 – 39 = 26 soit N2+1 ou  5 x 5 + 1 = 26. Les paires de nombres à ajouter à chaque ligne colonne ou diagonale autour du carré d’ordre 3 pour constituer le carré magique gigogne d’ordre 5 auront donc une somme constante égale à 26.

         Dans les mêmes conditions que ci-dessus le carré gigogne d’ordre 7  contiendra un carré magique d’ordre 5  dont la somme S = 25 x 5 =125  ( la case centrale du carré d’ordre 7 NC  étant  25 ) ; et le carré magique d’ordre 3 qu’il contient à son tour aura une somme S = 25 x 3 = 75. On  s’aperçoit que la différence des sommes de chacun des carrés successifs est de 50, ( la somme du carré d’ordre 7 étant  S = 25 x 7 = 175 ) . Ici aussi on voit que 50 = 7 x 7 + 1 = N2 +1.

          Pour un carré gigogne d’ordre 9 on aura 3 carrés magiques internes dont la différence des sommes sera  N2 +1 = 9 x 9 + 1 =  82 etc....

          La résolution s’avère beaucoup moins aisée que pour les carrés simplement magiques.

Considérons le carré magique d’ordre 5, soit 5 cases par côté , avec diagonale descendante en suite naturelle réalisé par la méthode « Couturier » :
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On observe déjà que les paires de nombres autour de la case centrale pris symétriquement par rapport à celle-ci ont une somme de 26

Exemple 12 et 14 ; 1 et 25 ; 9 et 17 ; 10 et 16

De même pour l’entourage du carré central d’ordre 3

Exemple 11 et 15; 7 et 19; 24 et 2; 5 et 21 ; 8 et 18; 4 et 22 etc.... 

A partir du carré magique ci-dessus ,pour passer au carré gigogne d’ordre 5, qui est le plus petit de ce type, donc le plus simple à réaliser ; on commence par organiser le carré central de 3 cases par côté. Pour cela on conserve la diagonale descendante qui forme une suite ordonnée soit 12; 13 et 14 (Fig. 1). La médiane horizontale 9; 13 et 17 devient la médiane verticale les nombres croissant de haut en bas (Fig. 2). La médiane horizontale est complétée avec les deux extrêmes de la diagonale descendante 11 et 15 du carré de 5 cases (Fig. 3). L’autre diagonale est complétée avec les 2 nombres de la médiane verticale du carré de 3 cases, 16 et 10 en décroissant de haut en bas (Fig .4)






    Fig .1                                                 Fig. 2                                              Fig. 3        



                                               Fig. 4


Si on observe la série des 12 paires de nombres qui encadrent la case centrale du carré et dont la somme est 26 et le nombre central NC = 13 on a :
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                NC= 13      
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Lexique:

DD = diagonale descendante (part du coin supérieur gauche et va au coin inférieur droit 

DM = diagonale montante (part du coin inférieur gauche et va au coin supérieur droit 

MH = médiane horizontale 

MV = médiane verticale 

    Il reste les 4 paires de nombres suivantes pour compléter les lignes et colonnes :
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       22
      20
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 COL B       LIG 4         COL D       LIG 2

Lexique :

COL B=2ème colonne en partant de la gauche

LIG 4=4ème ligne en partant du haut

COL D= 4ème colonne en partant de la gauche

LIG 2=2ème ligne en partant du haut

Reste à placer ces nombres au bon endroit. Pour cela on peut être amené à faire plusieurs essais.

      Carré magique central                                           Entourage du carré central
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Pour le carré de central de 3 cases/côté:              Pour l’entourage du carré de 3 cases/côté 

les nombres pris symétriquement                         les nombres pris 2 à 2 ont une somme de 26

par rapport à la case centrale ont une                    Complément line 1= 65-(1+23)=41= 2 +19 + 20

de 26 dans les lignes et colonnes                           Ligne 5  les compléments pour S= 26 ; 24 ,7 ,25

                                                                               Complément col. A= 65-(1+3)=61= 18+ 21 +22

                                                                               Col. E les compléments pour S=26 ; 8, 5, 4

. Carré gigogne définitif d’ordre 5
La diagonale descendante n’est plus que partiellement en suite naturelle.
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   Carré central d’ordre 3 : S= 13 x 3 = 39 ;  carré d’ordre 5  S = 13 x 5 = 65

Une autre solution plus satisfaisante permet d’obtenir un carré gigogne dont la diagonale descendante est entièrement ordonnée en suite naturelle.

La case centrale du carré contiendra le nombre NC = 13 comme dans le carré simplement magique

Les paires de nombres auront une somme égale à 26 soit NC x 2

Pour le carré central d’ordre 3, on a 8 nombres + NC

La série des paires de nombres de somme 26 commencera à gauche par le nombre 12 immédiatement inférieur à celui de la case centrale du carré et continuera par le nombre initial de la série des 25 nombres du carré ( soit 1). Ce qui donne les tableaux suivants :

Pour le carré central de 3 cases par côté , on a 9 nombres, soit 4 paires de somme 26:
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        NC=13       
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Pour le carré de 5 cases par côté :

On commence à gauche dans le second tableau par le nombre 11 immédiatement inférieur à celui de gauche du tableau précédent et on continue par le nombre 4 immédiatement supérieur à celui de droite du tableau précédent et on écrit les 8 paires de nombres de somme 26.
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             NC=13           
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 DD     MH      DM      MV    COLB  COLD  LIG4     LIG2

On voit que l’ordre de la distribution des diagonales et médianes est le même que plus haut pour le carré de 3 cases par côté.

On obtient alors le carré magique gigogne définitif d’ordre 5 avec diagonale descendante entièrement ordonnée:                                  
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Ligne 1 

Ligne 5

Cette fois encore il faut trouver le bon ordre des nombres à placer dans les colonnes et les lignes à compléter, ce qui implique quelques tâtonnements.

    Les choses se compliquent au fur et à mesure que croît le nombre de cases, prenons par exemple un carré de 7 cases par côté en utilisant ce même procédé.

Carré magique de 7 cases par côté ( par méthode « Couturier »)

                  ci-dessous                                         Pour le carré gigogne on aura :
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Un carré central d’ordre 3 de somme S = 25 x 3 = 75

Un carré d’ordre 5 de somme S = 25 x 5 = 125

Le carré d’ordre 7 ayant pour somme S = 25 x 7 = 175

La différence constante étant de 50 pour les paires de nombres symétriques par rapport à la case centrale du carré d’ordre 7 soit NC x 2.

175 – 125 = 50 et 125 – 75 = 50

Comme précédemment  pour le carré central d’ordre 3 on conserve la diagonale descendante 24; 25; 26

Une des façons de procéder pour la suite consiste à faire comme montré plus haut pour le carré de 5 cases pour obtenir une diagonale descendante entièrement ordonnée en suite naturelle, c’est à  dire comme ci-après.  

La série des  4  paires de nombres retenue pour le carré magique central de 3 cases par côté est la suivante:
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             NC=25               
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Pour l’entourage du carré d’ordre 3 on aura :
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            NC = 25           
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 DD     MH      DM      MV    COLB  COLD  LIG4  LIG2

Pour l’entourage du carré d’ordre 5 on aura :
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            NC = 25          
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 DD     MH      DM     MV    COLK  LIG13 LIG16 COLH COLJ   COLG LIG12  LIG15

                                            ( ((                             Voir plus loin                              (((
On remarquera une similitude de position pour les diagonales et médianes dans les 3 tableaux ci-dessus. Pour les colonnes et les lignes cela est moins évident  et peut nécessiter plusieurs essais.           

L’organisation des 3 carrés qui s’emboîtent l’un dans l’autre est alors la suivante:
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Carré central d’ordre 3

                                                                                     Entourage du carré d’ordre 3
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    Carré gigogne définitif d’ordre 7 avec diagonale descendante en suite naturelle
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Exemple de carré magique gigogne d’ordre 9

A partir d’un carré magique d’ordre 9 exécuté avec la méthode « Couturier »
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En procédant de la même façon que précédemment , on aura :
Le nombre de la case centrale est : NC= (N2 +1) / 2 = (81 +1) / 2 = 41
La somme est : S= 41 x 9 = 369
Carré central d’ordre 3 , somme S = 41 x 3 = 123
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Carré central d’ordre 5 , somme S = 41 x 5 = 205
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Carré central d’ordre 7 , somme S=41x7= 287
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NC = 41
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 DD     MH     DM    MV     ColF    Lig3   Lig6    ColC   ColE    ColB   Lig2    Lig5

Entourage du carré d’ordre 7
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 45
  60
  59
  58
  57
  56
  55
  54
  53
  52
  51
  50
  49
  48
  47
  46

        DD    MH   DM    MV  colB  colC   lig2   lig3   lig8    lig7   colH  lig6    lig4   colG  colF  colD

On remarque que la somme de toutes les paires de nombre est de 82

       et que 369 – 287 = 82 que 287 – 205 = 82 et que 205 –123 = 82

Passons ensuite au remplissage du carré d’ordre 9 , en commençant par le carré d’ordre 3 puis en écrivant l’entourage de ce dernier , puis l’entourage du carré d’ordre 5 et enfin  l’entourage du carré d’ordre 7 .

Carré central d’ordre 3                                  Entourage du carré d’ordre 3
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Entourage du carré d’ordre 5                        Entourage du carré d’ordre 7

Les paires de nombres ont une somme S= NC x 2 = 41 x 2 = 82

Carré gigogne d’ordre 9 définitif avec diagonale descendante ordonnée
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3) Carrés magiques gigognes de type PAIR

Comme pour les carrés gigognes de type impair, il s’agit de carrés magiques qui contiennent un ou plusieurs autres carrés magiques eux aussi.

Le plus petit carré de ce type est le carré d’ordre 6 et de somme S=111. Nous en donnons un exemple ci-après :

On commence comme pour le carré simplement magique par écrire le carré préliminaire                                                                                                                   
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       Carré préliminaire                                 Fig. 1                              Fig. 2   S = 74

Commençons par remplir le carré magique interne d’ordre 4. Pour cela on conserve les diagonales  dans ce carré ( Fig. 1 ); ensuite on permute les autres nombres pris symétriquement par rapport au centre dans le carré préliminaire ( Fig. 2 ),

14 à la place de 23; 23 à la place de 14;  20 à la place de17, 17 à la place de 20; 9 à la place de 28, 28 à la place de 9; 10 à la place de 27, 27 à la place de 10.

On obtient ainsi un carré magique central de somme S=74. On remarque que tous les nombres pris par paires symétriquement par rapport au centre du carré ont une somme de 37 soit S / 2. 

Il reste ensuite à remplir l’entourage de ce carré central pour obtenir le carré gigogne d’ordre 6. Pour cela on complète d’abord les diagonales. On procède ainsi :

Dans le coin supérieur gauche on place 7 nombre immédiatement inférieur à celui du coin supérieur gauche du carré d’ordre 4. Pour le coin inférieur droit on place 30 nombre immédiatement supérieur à celui du coin inférieur droit du carré d’ordre 4.

Pour la diagonale montante on complète avec 3 au coin inférieur gauche, c’est à dire en décroissant de N + 2 = 8, et en augmentant de la même valeur pour le coin supérieur droit

Pour chaque ligne et colonne il faudra ajouter une paire de nombres de somme 37 puisque 

74 + 37 = 111.

             A    B     C     D     E     F (Colonnes)

1  Somme manquante pour avoir S = 111 :  111 - (7 + 34) = 70  (Lignes)

2

3

4

5

6  Somme manquante pour avoir S = 111 :  111 - (3 + 30) = 78

             A                                     F

                                                      I  Somme manquante pour avoir S =111 :  111 - (34 + 30 ) = 47

              ( Somme manquante pour avoir S=111  :  111 - (7 + 3) = 101,


Pour les lignes et colonnes on considère la somme des 8 paires de nombres à placer dans les cases encore vides (Voir figure ci-dessus)

Les 8 paires de nombres restants de total  37 qui permettent d’obtenir les sommes manquantes

par lignes et colonnes sont les suivantes:
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  35
  33
  32
  31
  25
  24
  19

Parmi les solutions possibles, il faut retenir celles qui n’ont pas de nombres communs pour les lignes et les colonnes, après élimination il subsiste :

101 = 25 + 5 + 36 + 2 pour la colonne de gauche

  47 = 12 +  32 + 1 + 32 pour la colonne de droite ( nombres complémentaires pour somme 37)

  70 = 6 +13+18+33 pour la ligne du haut

  78 = 31+24+19+ 4 pour la ligne du bas (nombres complémentaires pour somme 37

On peut ensuite compléter le carré d’ordre 6 comme indiqué ci-dessous :


Compléments de somme 37                       Carré magique gigogne complet   S= 111

Carré magique gigogne d’ordre 8                    S = 260
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La différence D des sommes entre les 3 carrés est de 65. Les paires de nombres prises symétriquement par rapport au centre du carré, ou par lignes et colonnes ont une somme de 65 soit S/4.

Différentes étapes pour réaliser ce carré gigogne d’ordre 8                                            


          Carré préliminaire




















1
9
17
25
33
41
49
57














2
10
18
26
34
42
50
58


Carré central d'ordre 4
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Carré central d'ordre 6
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            Entourage du carré d'ordre 6
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                                                                   carré magique gigogne définitif     

Carré magique gigogne d’ordre 10   S = 505

Carré préliminaire

1
11
21
31
41
51
61
71
81
91

2
12
22
32
42
52
62
72
82
92

3
13
23
33
43
53
63
73
83
93
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Commençons par le carré central d’ordre 4
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Les diagonales sont conservées, les autres nombres permutés 












symétriquement par rapport au centre du carré.














Carré  central d'ordre 6
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Carré  central d'ordre 8
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404
404
404
404
404
404
404
404
404

Carré d'ordre 10











Carré  gigogne d'ordre 10 définitif

































1
11
21
31
41
51
61
71
81
91


1
30
10
50
61
41
99
31
92
90

2








92


93
12
69
29
42
52
39
79
82
8

3








93


21
88
33
28
43
48
75
76
13
80

4








94


7
14
63
34
57
47
64
38
87
94

5








95


96
85
27
66
45
55
36
74
16
5

6








96


95
86
78
65
46
56
35
23
15
6

7








97


3
17
77
37
54
44
67
24
84
98

8








98


97
83
25
73
58
53
26
68
18
4

9








99


81
19
32
72
59
49
62
22
89
20

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100


11
71
91
51
40
60
2
70
9
100

En rouge nombres qui sont à la même place que dans les diagonales du carré préliminaire.

FIN

Ordre Ordre du carré                                      Contient


             1  carré d’ordre 3


7                 1 carré d’ordre 3 et 1 carré d’ordre 


            9                 1 carré d’ordre 3 ,1 carré d’ordre 5 et un carré d’ordre 7


            11               1 carré d’ordre 3, 1 carré d’ordre 5, 1 carré d’ordre 7 et 1 carré d’ordre 9


ETC….Etc…
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6�
13�
18�
33�
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21�
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